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Bearbeiten Sie alle der angegebenen funf Aufgaben vollstandig!

Die Losungen zu den Aufgaben sollen gegliedert und in vollstdndigen zusammenh&ngenden
Satzen dargestellt und Rechnungen mit ihren Zwischenschritten nachvollziehbar sein. Ein

Ergebnis ohne nachvollziehbare Rechnung erhélt keine Punkte.

Die Darstellungsform und die Systematik der Gedankenfuhrung gehen in die Bewertung
ebenfalls ein. In Klammern ist fiir jede Aufgabe die Anzahl der maximal moéglichen Punkte
angegeben, die bei einer richtigen und vollstandigen Bearbeitung erreicht werden kénnen. Sie

entspricht in etwa dem erwarteten Zeitbedarf in Minuten.

Insgesamt konnen 90 Punkte erreicht werden. Flr eine erfolgreiche Bearbeitung missen

wenigstens 45 Punkte erworben werden.

Die Klausur besteht mit diesem Deckblatt aus insgesamt 7 Seiten.

Unterschrift:




Aufgabe 1 (Thesen) [28 Punkte]
Nehmen Sie zu den folgenden Thesen begriindet Stellung. Eine auf ,ja“ oder ,,nein‘

beschrankte Antwort erhalt keine Punkte.

These 1:
Wir betrachten das Single Source Shortest Path Problem (Kiirzeste-Wege-Problem von einem
gegebenen Knoten s zu allen anderen Knoten) in einem Graphen G = (V,E) mit positiven
sowie negativen Kantengewichten (d.h. c;; > 0 gilt nicht mehr fur alle (i,j) € E). Dann flhrt
der Dijkstra-Algorithmus zu einem korrekten Ergebnis, falls wir vorher alle Kantengewichte
um einen konstanten Wert so erhéhen, dass alle Kantengewichte nun nicht-negativ sind:
et =cij + |min{cij|(i,j) EE Acy;< 0}| V(ij) €E
(8 Punkte)

These 2:

Seien (P) ein lineares Maximierungsproblem mit Max c¢T - x s.t. A-x = b,x = 0und (D)
das zugehorige duale Problem. Seien auerdem x zuldssig fir (P) und m zulassig fir (D).

Dann gilt b > ¢Tx. (5 Punkte)
These 3:
Jede Basislosung eines linearen Optimierungsproblems entspricht einem Extrempunkt der
zulassigen Menge dieses Optimierungsproblems. (5 Punkte)
These 4:

1 1 -1 0 0

. . 0O -1 0 -1 0 . .

Die Matrix 1 0 -1 o0 1 ist total unimodular.

0 O 0O -1 -1

(5 Punkte)
These 5:

Sei (LP) die LP-Relaxierung eines ganzzahligen linearen Minimierungsproblems (IP) mit
ganzzahligen Koeffizienten in Zielfunktion und Restriktionen. Dann liefert der aufgerundete
Zielfunktionswert der optimalen Lésung von (LP) immer eine untere Schranke fur den
optimalen Zielfunktionswert von (IP). (5 Punkte)



Aufgabe 2 (Maximaler Fluss) [25 Punkte]

Wir betrachten das Max-Flow-Problem in folgendem Netzwerk N mit Quelle s und Senke t:

a) Bestimmen Sie Kapazitaiten ¢;; fir alle Kanten in N derart, dass
Q =W, W = ({s,1,2,3}, {4,5, t}) der eindeutige minimale Schnitt des Netzwerks N
mit Kapazitat 9 ist.

Geben Sie dann einen maximalen s-t-Fluss in G an und begrinden Sie, warum dieser

maximal ist. (10 Punkte)
b) Betrachten Sie jetzt das folgende reduzierte Netzwerk (Residualnetzwerk) N(f) zu

einem Netzwerk N = (V,E,c,s,t). Die Kapazitdten des reduzierten Netzwerks

¢;j V(i,j) € Ef sind unten angegeben:

éij @

I. Geben Sie einen Fluss f an, der zu dem reduzierten Netzwerk N (f) fuhrt.
(8 Punkte)
ii. Finden Sie flussvergréfiernde Wege in N(f) und geben Sie den maximalen Fluss
an. Zeigen Sie, dass der gefundene Fluss maximal ist. Sie konnen die

flussvergréRernden Wege ohne weitere Rechnung angeben. (7 Punkte)



Verwenden Sie fur Aufgabe 2b) die folgenden Vorlagen. Denken Sie daran, die Richtungen der

Kanten einzuzeichnen:

Aufgabenteil b)i.: Fluss f fur N(f)

>

Aufgabenteil b)ii.: Maximaler Fluss in N




Aufgabe 3 (Kirzeste Wege) [10 Punkte]

Betrachten Sie den folgenden Graphen G = (V, E) mit eingezeichneten Kantengewichten c;;.
Verwenden Sie den Algorithmus von Bellmann-Ford mit einer von lhnen festgelegten
Kantenreihenfolge, um die kirzesten Wege von Knoten 1 zu allen anderen Knoten zu
bestimmen. Geben Sie dann den kiirzesten Weg von Knoten 1 zu Knoten 5 sowie dessen Lénge
an.

Iter. | Label 1 2 3 4 5
0|
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Aufgabe 4 (Dualer Simplex-Algorithmus und Gomory-Verfahren) [15 Punkte]

Betrachten Sie das folgende ganzzahlige Optimierungsproblem (IP):

a)

b)

min —x; +2x,
st —Zxptk X=0
4x; —4x, = —1
X1,X2 =0
X1,Xp EZ

Verwenden Sie den primalen Simplex-Algorithmus, um eine optimale Lésung fir die
LP-Relaxation zu berechnen. Gehen Sie dabei davon aus, dass sich durch die Aufnahme
der Strukturvariablen in die Basis eine zuldssige Losung bilden lasst. Geben Sie den
optimalen Zielfunktionswert an. (7 Punkte)
Fugen Sie einen Gomory-Schnitt in lhr Problem ein und verwenden Sie den
lexikographischen dualen Simplex-Algorithmus, um das entstandene Problem optimal
zu losen. Geben Sie die gefundene Losung an sowie deren Zielfunktionswert. Hat sich
der Zielfunktionswert im Vergleich zu Aufgabenteil a) verbessert oder verschlechtert?
Begrunden Sie kurz, warum das passiert ist. Ist die gefundene Losung auch optimal fir
(1P)? (8 Punkte)



Aufgabe 5 (Modellierung) [12 Punkte]

Unten finden Sie eine, Thnen aus der Vorlesung bekannte, Formulierung des ausbalancierten
Transportproblems. Lieferanten (1, ..., m) beliefern hier Kunden (1, ..., n). Die Angebote a;, die
Bedarfe b; und die Transportkosten c;; sind gegeben.

Passen Sie dieses Transportproblem jeweils derart an, dass die folgenden Bedingungen erftllt
sind. Geben Sie dabei an, welche bestehenden Restriktionen angepasst/verworfen werden und
welche Restriktionen Sie neu hinzufugen. Zudem dirfen Sie neue kontinuierliche und/oder

binére Variablen verwenden. Parameter durfen Sie dagegen nicht verandern.

m n
(zF) min Z Z Cij * Xij

i=1j=1

n

(1 st le-j:a,- Vi=1,..,m

It
(11) Zx,-j =b; VYj=1...,n
i=1
(1) x;j=z0 Vi=1,..mVj=1..,n
i.  Kunde 3 kann nur von den Lieferanten 1, 2 und 3 beliefert werden. (3 Punkte)

ii. Es gibt in Summe mehr Angebot als Nachfrage, d.h. das Problem ist nicht mehr
ausbalanciert. (3 Punkte)
iii.  Jede Lieferung von Lieferant 1 zu einem Kunden verursacht nun zusétzlich Fixkosten

pro Lieferung von einer Geldeinheit. (6 Punkte)



