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Bearbeiten Sie alle der angegebenen vier Aufgaben vollstandig!

Die Losungen zu den Aufgaben sollen gegliedert und in vollstandigen zusammenh&ngenden
Séatzen dargestellt und Rechnungen mit ihren Zwischenschritten nachvollziehbar sein. Ein

Ergebnis ohne nachvollziehbare Rechnung erhélt keine Punkte.

Die Darstellungsform und die Systematik der Gedankenfuhrung gehen in die Bewertung
ebenfalls ein. In Klammern ist fir jede Aufgabe die Anzahl der maximal modglichen Punkte
angegeben, die bei einer richtigen und vollstandigen Bearbeitung erreicht werden kénnen. Sie

entspricht in etwa dem erwarteten Zeitbedarf in Minuten.

Insgesamt konnen 90 Punkte erreicht werden. Fir eine erfolgreiche Bearbeitung missen

wenigstens 45 Punkte erworben werden.

Die Klausur besteht mit diesem Deckblatt aus insgesamt sechs Seiten.

Unterschrift:




Aufgabe 1 (Thesen) [25 Punkte]
Nehmen Sie zu den folgenden Thesen begriindet Stellung. Eine auf ,ja“ oder ,,nein‘

beschrankte Antwort erhalt keine Punkte.

These 1:
Eine optimale LoOsung eines linearen Optimierungsproblems kann nie als strikte

Konvexkombination zweier Eckpunkte der zuldssigen Menge dargestellt werden. (5 Punkte)

These 2:
Sei N = (V,E,c) ein Netzwerk und f ein Fluss in N derart, dass alle Knoten in V die
Flusserhaltungsgleichung erfillen. Dann hat f einen Betrag von |f| = 0. (5 Punkte)
These 3:

Die folgende Matrix ist total unimodular:

1 -1 0 0 0 0
0 0 1.0 -1 1
-1 0 0 0 1 0
0 -1 0 1 0 0
0 0O 01 0 -1

(5 Punkte)

These 4:

Tritt eine Variable x;, beim Simplex-Algorithmus durch einen Basiswechsel aus der Basis aus,

so sind im Anschluss ihre reduzierten Kosten ¢; nicht kleiner als 0. (5 Punkte)

These 5:

Gegeben seien ein lineares Optimierungsproblem (P) minc”x,s.t.A - x > b, x > 0 sowie das
zugehorige duale Problem (D). Bekannt sind b = (1,-3,4,—1)7, ¢ = (3,5,—2)T und die fir
(P) zuléssige Losung x = (2,—1,4)T.

Dannist w = (4,2,1,2)7 eine zulassige Losung fir (D). (5 Punkte)



Aufgabe 2 (Transportproblem) [27 Punkte]

Betrachten Sie das ausbalancierte Transportproblem fur m = 3 Anbieter und n = 3 Nachfrager
mit Angebotsvektor a = (4,6,5)T und Nachfragevektor b = (6,3,6)T. Die Kosten fiir den

Transport einer Einheit von Anbieter i zu Kunde j sind in der folgenden Kosten-Matrix

gegeben:
1 3 2
C={6 5 8
3 1 4
a) Erklaren Sie, warum X7_,(b; - min{c;;|i = 1,..,m}) eine untere Schranke fiir die

b)

d)

minimalen Kosten ist. (4 Punkte)

Berechnen Sie die in a) definierte untere Schranke flr das gegebene Problem. Erkléaren
Sie dann kurz, warum die hier bestimmte untere Schranke vermutlich nicht nah am

optimalen Zielfunktionswert liegt. (5 Punkte)

Erkléaren Sie die Bedeutung der Menge IJ im Alpha-Beta-Algorithmus als Spezialfall
des primal-dualen Simplex-Algorithmus, insbesondere im Hinblick auf den

komplementéren Schlupf. (4 Punkte)

Fuhren Sie eine Iteration des Alpha-Beta-Algorithmus aus. Geben Sie dabei auch die
Updates von ¢,a und B an. Verwenden Sie zum Starten die zulédssige duale Ldsung
= (a,pf)=1(0511,0,2). (10 Punkte)

[Hinweis: Flussvergrofiernde Wege kdnnen Sie ohne Nachweis angeben.]

Entscheiden Sie begriindet, ob die in Aufgabenteil d) bestimmte Losung optimal ist.
(4 Punkte)



Aufgabe 3 (Kirzeste Wege) [17 Punkte]

Betrachten Sie den folgenden Graphen G = (V,E,c) mit Kantenkosten c¢;; und
Parameter a = 0:

a) Bestimmen Sie, ausgehend von Knoten 1, mit Hilfe des Algorithmus von Dijkstra die

Lange der kirzesten Wege zu allen anderen Knoten in Abhangigkeit von a. (8 Punkte)

b) Geben Sie fur a = 1 den kiirzesten Weg von Knoten 1 zu Knoten 7 an. (4 Punkte)

c) Nehmen Sie begrundet Stellung zur folgenden Aussage: ,,Ist mindestens ein Gewicht
im Graphen negativ, so findet der Algorithmus von Dijkstra nicht die korrekten

kiirzesten Wege.* (5 Punkte)



Aufgabe 4 (Gomory-Verfahren) [21 Punkte]
Gegeben sei das folgende ganzzahlige lineare Optimierungproblem (IP):

a)

b)

d)

max 2x; + X
s.t. —x;+3x, < 6
3x; — 2x, <12
7x, + 3x, < 42
X1, %X, =0
X1,X3 EZL

Geben Sie anhand der Zeichnungen auf der nachsten Seite die optimale Lésung von IP

x* sowie die optimale Ldsung seiner LP-Relaxation x;p an. (3 Punkte)

Zeichnen Sie die Restriktion 2x; + 3x, < 15 in eine der beiden Zeichnung auf der
nachsten Seite ein. Erflllt diese die Anforderungen an einen Gomory-Schnitt?
(5 Punkte)

Es wurde nun mit Hilfe des Simplex-Algorithmus eine optimale Losung x;p, der LP-
Relaxation von IP berechnet. Gegeben ist das Endtableau der Rechnung. (Beachten Sie,

dass das IP zun&chst in ein Minimierungs-Problem umgewandelt wurde.)

25 o o L o
2 24 24
7 o 1 Z o 1
2 24 24
u o o B, 7
2 24 24
J S R
2 8 8

Bestimmen Sie nun einen Gomory-Schnitt und fligen Sie diesen in das optimale Tableau
aus c) ein. Welche Variable muss fiir die Pivot-Operation des dualen lexikographischen
Simplex ausgewahlt werden?

Wie konnte ausgehend vom optimalen Tableau (alternativ zum Schnittebenverfahren)
ein bindres Branching in einem Branch&Bound-Verfahren aussehen? (8 Punkte)

Erklaren Sie kurz, warum immer bei dem obigen IP gelten muss: c¢Tx* < cTx;p.
Warum mdissen Sie, um eine glltige obere Schranke zu erhalten, die LP-Relaxation

zwingend optimal l6sen? (5 Punkte)
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